
❯♥✐✈❡rs✐té ❆❜❞❡❧♠❛❧❡❦ ❊ss❛❛❞✐
❊❝♦❧❡ ◆❛t✐♦♥❛❧❡ ❞❡s ❙❝✐❡♥❝❡s ❆♣♣❧✐q✉é❡s

❆❧ ❍♦❝❡✐♠❛
❆P✶✿ ❆♥❛❧②s❡ ✷ ❆♥♥é❡✿ ✷✵✶✾✴✷✵✷✵

❚❉✿ ❊q✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s

sér✐❡s N◦✶

Pr♦❢❡ss❡✉r ❆✳ ▼❖❯❙❙❆■❉

❊①❡r❝✐❝❡ ✶ ✭❊q✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❧❡s à ✈❛r✐❛❜❧❡s sé♣❛ré❡s✮
❘és♦✉❞r❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s✿

✶✳ x+ yy
′

= 0

✷✳ y
′ − xy = x

✸✳ (x+ 2)y
′

+ xy = 0

✹✳ (x+ 1)y
′

+ y = (x+ 1)sin(x)

✺✳

{

(4− x2)yy
′

= 2(1 + y2) ❀

y(1) = 0, ✳

✻✳

{

(y
′

= x2y + x2 ❀

y(0) = 1, ✳

❙♦❧✉t✐♦♥
❞é❥à ❢❛✐t

❊①❡r❝✐❝❡ ✷ ✭❊q✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❧❡s ❤♦♠♦❣é♥❡s✮
❘és♦✉❞r❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s✿

✶✳ x(2y − x)y
′ − y2 = 0

✷✳ y2 + (x2 − xy)y
′

= 0

✸✳ xy
′ − y =

√

x2 + y2

✹✳ (x2 + y2)− xyy
′

= 0

❙♦❧✉t✐♦♥
❞é❥à ❢❛✐t

❊①❡r❝✐❝❡ ✸ ✭▼✳❱✳❈✮
❘és♦✉❞r❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s✿

✶✳

{

(y
′

+ y = xe−x ❀

y(0) = 1, ✳

✷✳ y
′ − 2y = −2

−+e−2x

✸✳ (sin(x))y
′ − (cos(x))y = x✱ s✉r I =]0, π

2 [

✹✳ y
′ − 2xy = −(2x− 1)ex

✺✳ (1 + x)y
′

+ y = 1 + ln(1 + x)✱ s✉r I =]− 1,+∞[

❙♦❧✉t✐♦♥
❞é❥à ❢❛✐t

✶



❊①❡r❝✐❝❡ ✹
r❡❝♦❧❧❡♠❡♥t t♦✉s ❧❡s ❝❛s ❝❡s ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ❉ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s s✉r R ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s✿

✶✳ xy
′ − 2y = x3

✷✳ (1− x)y
′ − y = x

✸✳ xy
′

+ y − 1 = 0

❙♦❧✉t✐♦♥
❞é❥à ❢❛✐t

❊①❡r❝✐❝❡ ✺ ✭❊q✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❛✈❡❝ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ ❡t à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♥st❛♥ts✳✮
❘és♦✉❞r❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s✿

✶✳ y
′

+ 2y = x2 + 2x+ 3

✷✳ y
′

+ y = xe−x

✸✳ y
′

+ 2y = cos(x) + 2sin(x)

✹✳ y
′ − y = (x+ 1)ex

✺✳ y
′

+ y = x− ex + cos(x)

❙♦❧✉t✐♦♥
❞é❥à ❢❛✐t

❊①❡r❝✐❝❡ ✻ ✭❊q✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐✳✮
❘és♦✉❞r❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s✿

✶✳ ❝❤❡r❝❤❡ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣♦s✐t✐✈❡s ❞❡

y
′

+ 2y − (x+ 1)
√
y = 0

✷✳ rés♦✉❞r❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s

y
′

+ y + y2 = 0

y
′ − y = xy2

❙♦❧✉t✐♦♥
❞é❥à ❢❛✐t

❊①❡r❝✐❝❡ ✼ ✭❊q✉❛t✐♦♥ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♥st❛♥ts✳✮
❘és♦✉❞r❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s✿

✶✳ y
′′ − 2y

′

+ 10y = x y(0) = 1 ❡t y
′

(0) = 2

✷✳ y
′′

+ y = x2 − 1

✸✳ y
′′ − 4y

′

+ 4y = ex

✹✳ y
′′ − 4y

′

+ 3y = (2x+ 1)ex

✺✳ y
′′ − 4y

′

+ 3y = (2x+ 1)e−x

✻✳ y
′′ − 5y

′ − 14y = (3x2 + 2x− 1)ex

✼✳ y
′′ − y

′ − 6y = (x2 + 1)e3x

✽✳ y
′′ − 2y

′

+ y = (x2 + 1)ex + e3x

✾✳ y
′′ − 2y

′

2y = 2cos(x)− sin(x)

✶✵✳ 2y
′′

+ y
′ − y = 3cos(2x)− sin(2x)

✷



✶✶✳ y
′′ − 2y

′

+ 5y = xexcos(2x) + 5x+ 3

✶✷✳ y
′′

+ y = 1
sin3(x)

❙♦❧✉t✐♦♥
✶✲ ❙♦✐t ✭❊✮✿ y

′′ − 2y
′

+ 10y = x y(0) = 1 ❡t y
′

(0) = 2
1ere ét❛♣❡✿
❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r rés♦✉❞r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ (E0) ❛ss♦❝✐é❡ à ✭❊✮✳
❙♦✐t (E0) ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ✭❊✮❛✈❡❝

(E0) : y” − 2y
′

+ y = 0

❉♦♥❝ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❡st

(Ec) : r2 − 2r + 10 = 0

❆❧♦rs
∆ = −36

❉♦♥❝ (Ec) ❛❞♠❡t ❞❡✉① r❛❝✐♥❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❝♦♥❥✉❣✉é❡s r1 = 1 + 3i ❡t r2 = 1− 3i
❆❧♦rs ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❣é♥ér❛❧❡s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ (E0) s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

y0 = ex[A cos(3x) +B sin(3x)]

2meét❛♣❡✿ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❊✮✳
❈♦♠♠❡ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ✭❊✮ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❞❡❣ré 1 ❡t ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ y ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❊✮ 6= 0✱
❛❧♦rs ♦♥ ✈❛ ❝❤❡r❝❤❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❞❡❣ré 1✳
❙♦✐t yp(x) = ax+ b ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭❊✮ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐

∀x ∈ R, −2a+ 10ax+ 10b = x ⇔ a =
1

10
et b =

1

50

❉♦♥❝ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❊✮ s♦♥t ❞♦♥❝ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

y = ex[A cos(3x) +B sin(3x)] + (
1

10
x+

1

50
)

❙✐ ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s y(0) = 1 ❡t y
′

(0) = 2
❖♥ ❛ ❛❧♦rs

y
′

(x) = ex[(A+ 3B) cos(3x) + (B − 3A) sin(3x)] + (
1

10
)

▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❧❡ s②stè♠❡ ✿

{

y(0) = A+ 1
50 = 1

y
′

(0) = A+ 3B + 1
10 = 2

⇔
{

A = 49
50

B = 23
75

▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭❊✮ q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❡st ❞♦♥❝ ✿

y = ex[
49

50
cos(3x) +

23

75
sin(3x)] + (

1

10
x+

1

50
)

✷✲ ❙♦✐t ✭❊✮✿y
′′

+ y = x2 − 1

1ere ét❛♣❡✿
❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r rés♦✉❞r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ (E0) ❛ss♦❝✐é❡ à ✭❊✮✳
❙♦✐t (E0) ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ✭❊✮❛✈❡❝

(E0) : y” + y = 0

❉♦♥❝ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❡st
(Ec) : r2 + 1 = 0

✸



❉♦♥❝ (Ec) ❛❞♠❡t ❞❡✉① r❛❝✐♥❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❝♦♥❥✉❣✉é❡s r1 = i ❡t r2 = −i

❆❧♦rs ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❣é♥ér❛❧❡s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ (E0) s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

y0 = A cos(x) +B sin(x)

2meét❛♣❡✿ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❊✮✳
❈♦♠♠❡ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ✭❊✮ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❞❡❣ré 2 ❡t ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ y ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❊✮ 6= 0✱
❛❧♦rs ♦♥ ✈❛ ❝❤❡r❝❤❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❞❡❣ré 2✳
❙♦✐t yp(x) = ax2 + bx+ c ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭❊✮ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐

ax2 + bx+ (2a+ c) = x2 − 1 ⇔ a = 1 et b = 0 et c = −3

❉♦♥❝ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❊✮ s♦♥t ❞♦♥❝ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

y = A cos(x) +B sin(x) + (x2 − 3)

✸✲(E) y
′′ − 4y

′

+ 4y = ex

1ere ét❛♣❡✿
❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r rés♦✉❞r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ (E0) ❛ss♦❝✐é❡ à ✭❊✮✳
❙♦✐t (E0) ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ✭❊✮❛✈❡❝

(E0) : y
′′ − 4y

′

+ 4y = 0

❉♦♥❝ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❡st

(Ec) : r2 − 4r + 4 = 0

❆❧♦rs
∆ = 0

❞♦♥t ✷ ❡st r❛❝✐♥❡ ❞♦✉❜❧❡ ❞❡ (Ec) ✳
❆❧♦rs ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❣é♥ér❛❧❡s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ (E0) s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

y0 = e2x[A+Bx]

2meét❛♣❡✿
❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❊✮✳
❈♦♠♠❡ 1 ♥✬❡st ♣❛s r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ (Ec) ✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡
yp(x) = αex ❊♥ ❞ér✐✈❛♥t✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ α = 1 ❞✬♦ù

yp(x) = ex

❉♦♥❝ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❊✮ s♦♥t ❞♦♥❝ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

y = ex + e2x[A+Bx] (A,B) ∈ R
2

✹✲ (E) y
′′ − 4y

′

+ 3y = (2x+ 1)ex

1ere ét❛♣❡✿
❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r rés♦✉❞r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ (E0) ❛ss♦❝✐é❡ à ✭❊✮✳
❙♦✐t (E0) ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ✭❊✮❛✈❡❝

(E0) : y
′′ − 4y

′

+ 3y = 0

❉♦♥❝ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❡st

(Ec) : r2 − 4r + 3 = 0

✹



❆❧♦rs
∆ = 4

❞♦♥t ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ (Ec) s♦♥t ✶ ❡t ✸✳ ✳
❆❧♦rs ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❣é♥ér❛❧❡s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ (E0) s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

y0 = Aex +Be3x (A,B) ∈ R
2

2meét❛♣❡✿
❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❊✮✳

❈♦♠♠❡ 1 ❡st r❛❝✐♥❡ s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ (Ec) ✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡
yp(x) = (ax2 + bx)ex ✭♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ s❛♥s t❡r♠❡ ❝♦♥st❛♥t ❝❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ x → ex ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡✮✳

❊♥ ❞ér✐✈❛♥t✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ a = −1
2 ❡t b = 1 ❞✬♦ù

yp(x) = (
−1

2
x2 + x)ex

❉♦♥❝ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❊✮ s♦♥t ❞♦♥❝ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

y = (
−1

2
x2 + x)ex +Aex +Be3x (A,B) ∈ R× R

✺✲y
′′ − 4y

′

+ 3y = (2x+ 1)e−x

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❛ ❞é❥à été rés♦❧✉❡ à ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ P♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡✱ ♦♥
r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ −1 ♥✬❡st ♣❛s r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡
yp(x) = (ax+ b)e−x

❊♥ ❞ér✐✈❛♥t✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ a = 1
4 ❡t b = 5

16 ❞✬♦ù

yp(x) = (
1

4
x+

5

16
)e−x

❉♦♥❝ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❊✮ s♦♥t ❞♦♥❝ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

y = (
1

4
x+

5

16
)e−x +Aex +Be3x (A,B) ∈ R× R

❊q✉❛t✐♦♥ ✻ ❡t ✼ ❝♦♠♠❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✸✱ ✹ ❡t ✺ ✳

✽✲✭❊✮ y
′′ − 2y

′

+ y = (x2 + 1)ex + e3x

1ere ét❛♣❡✿
❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r rés♦✉❞r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ (E0) ❛ss♦❝✐é❡ à ✭❊✮✳
❙♦✐t (E0) ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ✭❊✮❛✈❡❝

(E0) : y
′′ − 2y

′

+ y = 0

❉♦♥❝ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❡st

(Ec) : r2 − 2r + 1 = 0

✺



❆❧♦rs
∆ = 0

❆❧♦rs ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ (Ec) ❛❞♠❡t 1 ❝♦♠♠❡ r❛❝✐♥❡ ❞♦✉❜❧❡
❆❧♦rs ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❣é♥ér❛❧❡s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ (E0) s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

y0 = (Ax+B)ex (A,B) ∈ R× R

2meét❛♣❡✿
❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ✭❊✮ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s✳
✯ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ❞♦♥❝ à ❝❤❡r❝❤❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡

(E1) y
′′ − 2y

′

+ y = (x2 + 1)ex

❖♥ ❧❛ ❝❤❡r❝❤❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡

y1p = P (x)ex

✳
❈♦♠♠❡ 1 ❡st r❛❝✐♥❡ s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ (Ec)✱ ♦♥ s❛✐t q✉✬♦♥ ✈❛ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥

♣♦❧②♥ô♠❡ P ❞❡ ❞❡❣ré ✐♥❢ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à 4✳ ♦♥ tr♦✉✈❡

P ”(x)ex = (x2 + 1)ex

❖♥ ♦❜t✐❡♥t

P (x) =
x4

12
+

x2

2

❞✬♦ù

y1p(x) = (
x4

12
+

x2

2
)ex

✯✯❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡

(E2) y
′′ − 2y

′

+ y =)e3x

❈❡tt❡ ❢♦✐s✱ 3 ♥✬❡st ♣❛s r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ (Ec)✱ ❡t ♦♥ ♣❡✉t ❝❤❡r❝❤❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ s♦✉s ❧❛
❢♦r♠❡

y2p = αe3x

✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t✱ ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥

9α− 6α+ α = 1 ⇔ α =
1

4

❞✬♦ù

y2p(x) =
1

4
e3x

✳ ❉♦♥❝ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡ ✭❊✮ ❡st✿
yp(x) = y1p(x) + y2p

▲❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❊✮ s♦♥t ❞♦♥❝ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s

y = (
x4

12
+

x2

2
)ex +

1

4
e3x(Ax+B)ex (A,B) ∈ R× R

❘q✿ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✾ ❝♦♠♠❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✶✵

✶✵✲2y
′′

+ y
′ − y = 3cos(2x)− sin(2x)

✻



1ere ét❛♣❡✿
❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r rés♦✉❞r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ (E0) ❛ss♦❝✐é❡ à ✭❊✮✳
❙♦✐t (E0) ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ✭❊✮❛✈❡❝

(E0) : 2y
′′

+ y
′ − y = 0

❉♦♥❝ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❡st

(Ec) : 2r2 + r − 1 = 0

❆❧♦rs
∆ = 9

❞♦♥t ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ (Ec) s♦♥t −1 ❡t 1
2 ✳

❆❧♦rs ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❣é♥ér❛❧❡s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ (E0) s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

y0 = Ae−x +Be
x

2 (A,B) ∈ R
2

2meét❛♣❡✿
❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❊✮✳

♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ yp(x) = α cos(2x) + β sin(2x)
❊♥ ❞ér✐✈❛♥t✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ α = −5

17 ❡t β = 3
17 ❞✬♦ù

yp(x) =
−5

17
cos(2x) +

3

17
sin(2x)

❉♦♥❝ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❊✮ s♦♥t ❞♦♥❝ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

y =
−5

17
cos(2x) +

3

17
sin(2x) +Ae−x +Be

x

2 (A,B) ∈ R× R

✶✶✲ ✭❊✮✿ y
′′ − 2y

′

+ 5y = xexcos(2x) + 5x+ 3

1ere ét❛♣❡✿
❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r rés♦✉❞r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ (E0) ❛ss♦❝✐é❡ à ✭❊✮✳
❙♦✐t (E0) ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ✭❊✮❛✈❡❝

(E0) : y
′′ − 2y

′

+ 5y = 0

❉♦♥❝ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❡st

(Ec) : r2 − 2r + 5 = 0

❆❧♦rs
∆ = −16

❆❧♦rs ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ (Ec) s♦♥t r1 = 1− 2i ❡t r2 = 1 + 2i
❆❧♦rs ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❣é♥ér❛❧❡s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ (E0) s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

y0 = (A cos(2x) +B sin(2x))ex (A,B) ∈ R× R

2meét❛♣❡✿
❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ✭❊✮ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s✳
✯ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ❞♦♥❝ à ❝❤❡r❝❤❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡

(E1) y
′′ − 2y

′

+ 5y = 5x+ 3

❈♦♠♠❡ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ (E1) s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❞❡❣ré 1 ❡t ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ y ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ (E1)
6= 0✱ ❛❧♦rs ♦♥ ✈❛ ❝❤❡r❝❤❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❞❡❣ré 1✳
❙♦✐t y1p(x) = ax+ b ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ (E1) s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐

∀x ∈ R, −2a+ 5ax+ 5b = 5x+ 3 ⇔ a = 1 et b = 1

✼



❞✬♦ù
y1p(x) = x+ 1

✯✯❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡

(E2) y
′′ − 2y

′

+ 5y = xexcos(2x)

❖♥ ✈❛ ❡♥ ❢❛✐t ❝❤❡r❝❤❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡ y
′′ − 2y

′

+ 5y = xe(1+2i)x ❡t ♦♥ ❡♥ ♣r❡♥❞r❛ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ré❡❧❧❡✳ 1 + 2i
❡st ✉♥ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ (E0) ✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

x → (ax2 + bx)e(1+2i)x

❆♣rès ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❡t ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ a = −i
8 ❡t b = 1

16

❞✬♦ù

x → (
−i

8
x2 +

1

16
x)e(1+2i)x

✳ Pr❡♥❛♥t ❧❛ ♣❛rt✐❡ ré❡❧❧❡✱ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡

(E2) y
′′ − 2y

′

+ 5y = xexcos(2x)

❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r

y2p = [
x

16
cos(2x) +

x2

8
sin(2x)]ex

❉♦♥❝ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡ ✭❊✮ ❡st✿

yp(x) = y1p(x) + y2p

▲❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❊✮ s♦♥t ❞♦♥❝ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s

y = yp(x) + y0(x)

✶✶✲ ✭❊✮✿ y
′′

+ y = 1
sin3(x)

1ere ét❛♣❡✿
❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r rés♦✉❞r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ (E0) ❛ss♦❝✐é❡ à ✭❊✮✳
❙♦✐t (E0) ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ✭❊✮❛✈❡❝

(E0) : y
′′

+ y = 0

❉♦♥❝ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❡st
(Ec) : r2 + 1 = 0

❆❧♦rs ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ (Ec) s♦♥t r1 = i ❡t r2 = −i

❆❧♦rs ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❣é♥ér❛❧❡s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ (E0) s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

y0 = A cos(x) +B sin(x) (A,B) ∈ R× R

2meét❛♣❡✿

❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ✭❊✮ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✱ yp(x) = A(x)y1+B(x)y2 ❛✈❡❝ A
′

(x)y1+

B
′

(x)y2 = 0 t❡❧q✉❡ y1 = cos(x) ❡t y2 = sin(x)
❉♦♥❝✱ A

′

(x) ❡t B
′

(x) s♦♥t s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ s②sté♠❡✿

{

A
′

(x) cos(x) +B
′

(x) sin(x) = 0

−A
′

(x) sin(x) +B
′

(x) cos(x) = 1
sin3(x)

❞♦♥❝

A
′

(x) =
−1

W (x)
(

1

sin3(x)
× sin(x)) et B

′

(x) =
1

W (x)
(

1

sin3(x)
× cos(x))

✽



❡♥ ❡✛❡t ❧❡✉r ✇r♦♥s❦✐❡♥ ✈❛✉t W (x) =?1✳
❛❧♦rs

A
′

(x) =
−1

sin2(x)
et B

′

(x) =
cos(x)

sin3(x)

❛✈❡❝ ❧❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s ♦♥ tr♦✉✈❡

A(x) =
cos(x)

sin(x)
et B(x) =

−1

2 sin2(x)

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐ér❡

yp(x) =
cos2(x)

sin(x)
+

− sin(x)

2 sin2(x)
=

cos(2x)

2 sin(x)

▲❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❊✮ s♦♥t ❞♦♥❝ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s

y = yp(x) + y0(x)

✾


